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Anotace

Nas projekt se zabyva Fibonacciho posloupnosti, jejim vyuzitim, vyskytem a spojitosti se zlatym fezem.
Béhem dokumentace se objevuji i zminky 0 samotném Fibonaccim a jeho dalSich ptfinosech z oblasti
matematiky. Nachazi se tu i zdrojovy kod z programovaciho jazyka Python pro zjisténi n-tého Cisla
Fibonacciho posloupnosti ¢i vy¢teni ur¢itého jejich poctu.

Podékovani

Chteli bychom podékovat nasemu vedoucimu prace, Jaroslavu Reichlovi, ktery nam poskytl podklady
k zdokonaleni prace i pomocnou ruku, kdyz jsme ji potiebovali. Zaroveni bychom chtéli podékovat

Vaskovi Kohoutovi, ktery nam poskytl materialy potiebné pro zpracovani uloh o Fibonacciho
posloupnosti.
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Uvod
Fibonacciho posloupnost se poprvé objevila v indické matematice, jiz 200 let pfed nasim letopoctem v

Pingale. Svétoznamou se vsak stala az pomoci knihy Liber Abaci, vydané roku 1202, od italského
matematika Leonarda z Pisy.

Leonardo v knize vysvétlil posloupnost hlavné na piikladu ristu populace kralikti. Ukazal svétu, jak
¢asto se v matematice s touto posloupnosti setkdvame, aniz bychom si to viilbec uvédomovali. Jedna z
oblasti, se kterou je posloupnost uzce spojena, je zlaty fez. Je dokazano, ze Fibonacciho posloupnost
konverguje k hodnoté¢ zlatého fezu, a tudiz se nékdy navzajem dopliiuji.

Ovsem nejen v matematice se s touto posloupnosti mizeme setkat. Fibonacciho posloupnost vidime
vSude kolem nas. At uz to jsou semena slunec¢nice, okvétni listky pryskyiniku ¢i §isky borovic, vSechny
nartistaji v ur¢itém fadu.

Fibonacciho posloupnost se pouziva dodnes a stale se objevuji nové a nové oblasti, kde se sni
setkavame.



Leonardo Fibonacci

Leonardo Bonacci z Pisy, nazyvan téz Leonardo Fibonacci podle historika Guillaume Libriho, byl

italsky matematik Zijici ve 12. a 13. stoleti. Byl povazovan za nejtalentovanéjsiho muze Zapadu ve
sttedoveku.

Socha Leonarda Fibonacciho vytvofena sochafem Giovanni Paganucci
Obr. 1

Ve 12. stoleti byla Pisa celkem ruSnym pfistavem. Pies Pisu putovalo spoustu rtiznych potravin a
vyrobkl z riznych zemi a v riznych poétech. To vSe vedlo k tomu, Ze obchodnici potiebovali n&jak
evidovat ceny a zasoby zbozi ptivezeného i odvezeného. Leonardo si v§imal, jak slozité je pocitat riizné
zasoby a ceny potravin fimskymi Cislicemi.

V ramci cestovani s jeho otcem Guglielmem Bonaccim, ktery byl obchodnim zastupcem Republiky
v Pise, se dostal do Bugie, kde se seznamil v rameci studii s deviti indickymi ¢isly. V8iml si, Ze tento
zpusob zapisovani ¢islic byl 0 dost snazsi nez fimsky, a to ho dovedlo k myslence napsat jakysi navod
na prevod fimskych ¢islic na indo-arabsky systém.

Za cas, kdy procestoval pobiezi Stiedozemniho mofe ziskaval riizné nové zajimavé poznatky o
matematickych operacich. VSechny tyto operace spolu s pievodem ¢islovani na novy systém a piiklady
znazornujici Fibonacciho posloupnost zakomponoval do své asi nejpopularnéjsi knihy Liber Abaci,
1202 (v piekladu Knihy vypoctii).

Tato kniha vypomohla obrovskym zptisobem rustu evropského bankovnictvi a téetnictvi. Kniha Liber
Abaci se bohuzel nedochovala v originale, ovsem mame dostupny piepis knihy z roku 1228.

. Jestli jsem nahodou opomenul néco vice ¢i méné nalezitého nebo nezbytného, prosim o odpusteni,
protoze nikdo neni bez chyby a nikdo nemiize myslet na vsechno. *

Slogan z knihy Liber Abaci



Zajimavou skutecnosti o L. Fibonaccim je, Zze vzdy podaval vice nez jednu verzi problému a vétSinu
algebry psal verbalng, jak miizeme vidét na nasledujicich obrazcich.

Obr. 2 Obr. 3

Cely postup feSeni je napsan slovné, a kromé par mezivypocti (viz okraje stranek), je vse
zakomponovano do odstavct.

Kromé knihy Liber Abaci, vydal také jiné knihy ohledné matematiky, jako napiiklad Practica
Geometriae. Ta pro zménu vysvétluje problematiku o technikach méfeni, méfeni obecné ¢i dalSich
geometrickych problémech.

O jeho pozdéjsim zivoté nevime tolik informaci. Vime pouze, Ze Leonardo Bonacci zemftel piiblizné ve
40. ¢i 50. letech 13. stoleti, ale jeho dilo zije dal, a jesté dost dlouho bude.



Fibonacciho posloupnost

Fibonacciho posloupnost je pravdépodobné nejzndméjsi matematickou posloupnosti a je definovana
nasledovng:

Fibonacciho posloupnost je nekonecna posloupnost prirozenych cisel, v niz plati, Ze kazdé nasledujici
c¢islo je souctem dvou predchozich.

Posloupnost za¢ina ¢isly 1 a 1, a tedy bude pokracovat Cisly 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, atd. (viz. obr.1).
Také tato posloupnost slouzi k feseni nekterych kombinatorickych uloh (vice v ¢lanku o vyuziti).
Velmi zvlastni vlastnost této posloupnosti je, Ze Cislo X je Fibonacciho ¢islo, pokud tento vyraz

V5x2 + 4 nebo V5x2 — 4 je roven ptirozenému &islu.

1. 2. 3. 4. 5.

1 1 2 3 5

6. 7. 8. 9. 10.
8 13 21 34 55

11. 12. 13. 14. 15.
89 144 233 377 610

16. 17. 18. 19. 20.
987 1597 2584 4181 6765

obr.4

1. Jak jde zjistit n-té ¢islo?
1.1. Pascaluv trojuhelnik: Fibonacciho ¢&isla jsou soucty “mélkych twhlopti¢ek” Pascalova
trojthelniku. Viz obr. 5.
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obr.5

1.2. Algoritmicky: Na vypocet mame nasledujici vzorec:

n_(l_ )TL
F(n) = %

* ¢ je konstanta (zlaty fez), o které se pise
Vv ¢lanku o zlatém fezu

F(n) zde vyjadfuje funkci Fibonacciho posloupnost a n tady vyjadiuje n-té ¢islo, které chee
zjistit. Zde kupodivu vzdy vyjde pfirozené &islo, i piestoze délime iraciondlnim ¢islem v/5.


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:PascalTriangleFibanacci.svg

1.3. Program — &. 1: Nasledujici pocitacovy program je napsan v jazyce python.

n = int(input(" Kolikaté Fibonacciho ¢islo: "))
c=[
c.append(1)
c.append(1)
for i in range (n):
c.append(c[i + 1] + c[i])
print (c[n-1])

N o g &~ w b oE

Na 1. fadku definujeme n jako ¢islo, které jsme napsali po spusténi programu.

Na 2. tadku jsme si zalozili seznam, do kterého budeme ukladat ¢isla z posloupnosti,
anazvem C.

Na 3. a 4. fadku jsme do seznamu ¢ ulozili prvni dvé ¢isla z posloupnosti. K tomu slouZi piikaz
“append”, ktery v ¢estin€ znamena pripoyjit.

Na 5. a 6. tadku vytvéiime cyklus, ktery ndm bude do seznamu piiddvat ¢isla na seznam.

5. tadek vytvari cyklus, ktery se bude n-krat opakovat, a i tady nevyjadiuje imaginarni ¢islo,
ale pokolikaté se cyklus opakuje (i za¢ina od 0 a kon¢i n-1).

6. fadek prida pii kazdém cyklu dalsi ¢islo. Tento vyraz c[i + 1] + c[i] s¢ita dvé predchozi ¢isla
a tvoti nové.

Nakonec 7. fadek nam vypiSe pozadovany vysledek piikazem “print”, ktery v ¢estin€ znamena
vytisknout.

2. Jak rychle zjistit ¢isla v posloupnosti?
Program — ¢&. 2: Nasledujici pocitatovy program je napsan v jazyce python.
a = int(input(" Kolikaté Fibonacciho ¢islo: "))
c=]
c.append(1)
c.append(1)
for i in range (a):
c.append(c[i + 1] + c[i])
print (c[i])

N oo o M v Do

w

1. az 6. tadek programu ¢. 2 je stejny jako u pfedchoziho, proto se nyni pfesuneme
k vysvétlovani 7. fadku. V ramci cyklu je zapsan ptikaz print(c[i]), ktery znamena: “vytiskni
nové ¢Cislo vkazdém cyklu®“, tak’e nam to vypiSe vSechna ¢isla od 1. az do n-tého
ve Fibonacciho posloupnosti.



Zlaty tez

Pomér dvou nasledujicich ¢isel ve Fibonacciho posloupnosti se limitné blizi ke zlatému fezu (viz obr. 7).

TSy TI R I § o Cr om Yl
Zlaty fez je iracionalni ¢islo, vzorcem vyjadiené — S pfibliznou hodnotou 1,618 a znaci se feckym

pismenem ¢ (Ceska vyslovnost: fi). Zlaty fez je vyuzivany v obdélniku na obr.3. nebo taky ve “zlaté
spirale”, ktera pfipomina $neci ulitu.

a
& b obr. 6

Cislo podil rozdil od zlatého fezu | ¢islo podil rozdil od zlatého fezu
1 1 -0,618033989 6765| 1,618034 9,77191E-09

1 2 0,381966011 10946 | 1,618034 -3,73254E-09

2 1,5 -0,118033989 17711| 1,618034 -3,73254E-09

3| 1,666667 0,048632678 28657 | 1,618034 1,4257E-09

5 1,6 -0,018033989 46368 | 1,618034 -5,4457E-10

8 1,625 0,006966011 75025| 1,618034 2,08007E-10
13| 1,615385 -0,002649373| 121393| 1,618034 -7,94518E-11
21| 1,619048 0,00101363| 196418| 1,618034 3,03477E-11
34| 1,617647 -0,00038693| 317811 1,618034 -1,15918E-11
55| 1,618182 0,000147829 514229 | 1,618034 4,42757E-12
89| 1,617978 -5,64607E-05| 832040 1,618034 -1,69131E-12
144 | 1,618056 2,15668E-05| 1346269 | 1,618034 6,45928E-13
233 1,618026 -8,23768E-06| 2178309 | 1,618034 -2,46692E-13
377 1,618037 3,14653E-06| 3524578 | 1,618034 9,41469E-14
610 1,618033 -1,20186E-06| 5702887 | 1,618034 -3,59712E-14
987 1,618034 4,59072E-07| 9227465 1,618034 1,37668E-14
1597 1,618034 -1,7535E-07 | 14930352 | 1,618034 -5,32907E-15
2584 | 1,618034 6,69777E-08] 24157817 | 1,618034 1,9984E-15
4181 1,618034 -2,55832E-08| 39088169 | 1,618034 0

1. Vlastnosti:

Obr. 7

1.1. Pfevraceny pomér: Pievraceny pomeér je velmi unikatni vlastnost, kterou ma jen a pouze zlaty
fez. Vzorcem se zapiSe nasledovné:

1

:(p—l
©


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Rechteck_GoldenerSchnitt.gif

1.2. Dalsi unikatni vlastnosti:

p=¢*-1
-1
=3

e=\p+1

2. Odvozeni: Zlaty fez se da spocitat i jinak nez Fibonacciho posloupnosti. Nyni ukazeme 3 jiné
zpusoby, nez jsme uvedli:

2.1. Odvozeni vzorcem a upravami vychazi z obdélniku na obr.3. Na obrazku vidime 2 obdélniky:
vEétsi obdélnik o rozméru a * (a + b), a mensi obdélnik o rozmérech a * b. Mensi obdélnik
z vétsiho obdélnika vznikne, tak Ze do vétSiho vlozime nejvétsi mozny Ctverec, tedy Ctverec 0
rozmérech a * a. Pointa tohoto kroku je, ze po tomto kroku jsou poméry stran uvazovanych

dvou obdélniki stejné. Vzorcem miizeme nyni zapsat:
b a

a=a+b

My hledame hodnotu tohoto zlomku % , tak si ho ozna¢ime jako neznamou X. Pro zjednoduseni

dosadime za a = bx:

b_ bx
bx bx+b

Po drobnych aritmetickych upravach dostaneme nasledujici kvadratickou rovnici:

x2—x—-1=0
Tato rovnice ma dva realné koteny, ale nas zajima pouze ten kladny:
1445
=—5—=

x ®

Ted vidime, Ze feSenim je zlaty fez.

2.2. Tento postup se nevyskytuje v piirodé, spise je pouze matematicky:

= |1+ |14+ |14+ |1+ [1+ /1+\/T

PokraCovani tohoto vyrazu se limitné blizi zlatému fezu.

2.3. Tento postup je velmi podobny pfedchozimu postupu:
1

1

=1+
1+

1
1

T+ ——

1+1_|_...

1+

Pokracovani tohoto vyrazu se opét limitné blizi zlatému fezu.

3. Vyuiziti:
Dale se zlaty fez hojné vyskytuje v ptirod¢ ve formé Fibonacciho posloupnosti, tfeba jako uz vyse
zminéna “zlata spirala”, ktera ptipomina $neci ulitu nebo vzhled ananasu.



Dale se zlaty fez vyuziva v uméni; konkrétn€ maliti v pilce 19. stoleti jej uzivali jako kompozici do
svych obrazil, protoze na pozorovatele puisobi Svou neobvykle zajimavou symetrii, ktera je téz
vyuzivana i v dal$ich oborech jako na piiklad v architektute, designu nebo i ve fotografiich.



Vyskyt

Znaky Fibonacciho posloupnosti se objevuji vSude kolem nas. Jejich pfitomnost 1ze zaznamenat vSude
od okvétnich listktl, ristu rostlin, vétveni stromti az po zpusob, jakym jsou sto¢eny galaxie.

1. U rostlin je pomérné jednoduché zaznamenat vyskyt Fibonacciho posloupnosti. Projevuje se u
nékterych rostlin v po¢tu okvétnich platku. Napiiklad vétsina lilii a kosatct ma 3 okvétni platky,
pryskytnik jich ma 5 a sedmikrasky s kopretinami mivaji 13, 21 nebo i 34. Musime vSak pocitat
Stim, ze v pfirodé dochazi v urcit¢ mife k vadam, takze u kazdého exemplaie tomu tak
samoziejme nebude.

Nase skupina zavitala do pfirody, abychom mohli ukazat své vlastni priklady a zpét jsme
prinesli tfi kopretiny.

obr. 8 obr. 9 obr. 10

Jak si mtzete v§imnout, dvé z naSich kopretin maji presny pocet 21 okvétnich platki, zatimco
tieti (viz na obr. 9) ma o jeden vice.

2. Dalsim ptikladem tykajicim se rostlin jsou tfeba $isky borovice, které jsou zespoda stavéné do
spiral. Bud’ mtizeme spirdly pocitat po nebo proti smeru hodinovych rucic¢ek, v obou piipadech
vSak dostaneme jedno z ¢isel Fibonacciho posloupnosti (pocitani z riznych sméra vSak jing).
V tomto piipadé to tedy bude 8 (zelena spirala vyznacena na obr. 11) a 13 (Gervena spirala).

Obr. 11

3. Ptedchoziho uspotadani si lze povSimnout i v tercich rostlin — tfeba prave u slunecnic. Tady se
muzeme dostat az k ¢islim jako 21, 34 nebo i 55 spirdl. Mozné se ptate, pro¢ by rostliny
usporadavaly sva seminka do téchto spiral s poctem patficim mezi Fibonacciho ¢isla? Divodem
je, ze tato forma usporadani je pro né nejvyhodné&jsi a mohou diky ni prostor na semena vyuzit
nejefektivnéji.

4. Fibonacciho posloupnost miizeme vidét i ve zpuisobu, jak se vétvi nékteré stromy nebo rostliny.
Celkovy pocet vétvi v po sobé jdoucich patrech kvétiny nebo stromu ji totiz imituje. Nejdiive
ze kmenu (viz 1 na obr. 12) vyroste jedina vétev (2), ktera ze zacatku roste sama o sob¢&, zatimco
se kmen opét rozdéli (3). Tento proces nadale pokracuje.



Obr. 12

Obr. 13

Na obr. 13 muizete vidét ketik borav¢i, ktery jsme nalezli v lese. Rostlinu jsme opatrné pfilozili
K papiru a snazili jsme se vétvicky rozlozit tak, aby bylo jasné vidét, jak vyrustaji. Pomoci
izolepy jsme ketik ptilepili k papiru, na kterém jsme poté vyznacili patra a k nim pocet vyrustk.
Té&chto pater mame 7, jelikoz dale uz nedavalo smysl pokracovat, vzhledem k tomu, Ze poté uz
vétvicky z nékterych oddélenych ¢asti nestihly vyrust.

Prikladem fylotaxe (usporadani) je ktra ananasu. Kazdy maly dilek v kiife je soucasti tii
rtznych spiral. Pocet jednotlivych spiral, které se toci tim samym smérem je obvykle jednim
z Fibonacciho ¢isel. Tato ¢isla mohou jit od 5 po az 21.

Diky nasemu vedoucimu projektu nam bylo umoznéno vyzkouset si na nasem vlastnim ananasu,
jestli a v jaké mife tento jev plati. Na obr. 14, 15 si muzete v§imnout prvniho pokusu o oznaceni
spiral, které se napoprvé svijely zprava nahote dola vlevo. Tento pokus, jak si mizete v§imnout
na obrazku, nevysel podle plant a ukézalo se, ze v tomto smeru na§ ananas ma pouze 7 spiral.
Shora dolt jsme neméli o nic vEtsi Stésti.

obr. 14 obr. 15

Nastésti ale ptisla posledni skupina spiral, posledni smér a §tésti se na nas usmalo. Zleva nahoie
doltd vpravo totiz vedlo osm spiral, coz mizete vidét na obr. 16, 17, 18 kde je kazda oznacena
svoji vlastni barvou.



Obr. 16 obr. 17 obr. 18
Timto experimentem jsme dosli k zavéru, ze i kdyz je Casté, ze se v pfirode v urcitych jevech
Fibonacciho posloupnost objevi, neznamena to, ze se opravdu ukaze u kazdého exemplare.

V piirodé se Fibonacciho posloupnost vyskytuje také u tvart ulit motskych mekkysa, které se
tvofi ve tvaru logaritmické spiraly souvisejici se zlatym fezem. MiZzeme si ji ov§em v§imnout i
u rohti n€kterych koz, tvaru galaxii ¢i hurikand.

Obr. 19

U lidi se znamky zlatého fezu objevuji také. Nase nosy a usta jsou podle zlatého fez usporadany
a je feCeno, ze kdo ma rysy blize k jeho poméru, byva oznacovan za atraktivnéjsiho.

Fibonacciho ¢isla mohou byt nalezena i v mnoha dalSich oborech véetné matematiky.
S Pascalovym trojuhelnikem jsou si velice blizka. Pokud secteme cisla po jeho diagonalach,
dostaneme opét Cisla z nasi staré znamé posloupnosti.

1

56 70 56 28 8 1
36 84 126126 84 36 9 1
10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

Obr. 20

Dalsi zajimavou vlastnost téchto ¢isel muZzeme vyuzit pii pievadéni z mil na kilometry. U tohoto
prevadéni se totiz vyuziva poméru 1.60934, ktery je pro tuto operaci dostatecné blizko ke
zlatému fezu, ktera se rovna piiblizné 1.61803.

Jelikoz je mozné zlaty fez vypocitat vydélenim dvou po sobé jdoucich Fibonacciho ¢isel, jak uz
bylo feceno diive, miizeme je vyuZit k sice trochu méné ptesnému, ale rychlému a jednoduchém
prepoctu mil na km.

Funguje to zhruba takhle: pokud ptevadime z mil na kilometry, vezmeme si pocet mil a najdeme
nasledujici Fibonacciho Cislo, které se bude rovnat poc¢tu kilometrti. Pro pievod z kilometrii na
mile je to naopak. Musime najit predchozi ¢islo posloupnosti.



Zacneme s prevadénim z mil na km. Vezméme si tieba Cislo 34 jako pocet mil a najdéme ¢islo,
co je v posloupnosti dalsi na fadé. Dostaneme 55 km, coZ je opravdu maly rozdil od 54.72 km,
c¢emuz se to ve skutecnosti rovnat ma.

mile km kalkulacka (km) odchylka (km)
34 55 54.72 0.28
5 8 8.05 0.05
13 21 20.92 0.08

Pro ptevedeni z km na mile si vezmeme tieba Cislo 21, na mile je to tedy 13, coz se nachazi hned
po jeho levici. Pokud pouzijeme kalkulacku, dojdeme k 13.05 mil.

Obr. 21

km mile kalkulacka (mile) odchylka (mile)
21 13 13.05 0.05
89 55 55.3 0.3
233 144 144,78 0.78
Obr. 22

Jenze co délat, kdyz pocet mili nebo km neni Fibonacciho ¢islo? Staci vase hledané rozlozit na
nékolik cCisel patiicich do posloupnosti a poté secist vysledky jejich ptrevedeni. Pro piiklad si
vezmeme tieba 15 km, ty si rozlozime na 13 a 2. Z 13 km dostaneme 8 mil a ze 2 km 1 mili. Uz
jen zbyva se€ist 8+1=9 mil, coz sice ma odchylku od piesnych 9.32, ale je stale dostatecné
blizko, aby se technika hodila.



Ulohy

Uloha o Kkrilicich
Mame jeden par prave narozenych kralikt. Kolik budeme mit para kralikd po dvanacti mésicich,
jestlize vime:

* kazdy par dospéje za jeden mésic od narozeni

* kazdému dospélému paru se kazdy mésic narodi jeden dalsi par

» kralici nikdy neumiraji?
Postup: Necht’ F(n) je pocet part kralikd po n mésicich, a my chceme spocitat F (12), tedy pocet part
kraliki po 12 mésicich. Nyni si vytvoiime tabulku, ve které budeme zaznamenavat pocet dospélych
part a celkovy pocet part kralikd v prvnich 6 mésicich.

n mésicl 0 1 2 3 4 5
Pocet parti po n mésicich

F(n) 1 1 2 3 5 8
Pocet dospélych parti po n

mesicich 0 1 1 2 3 5

Jak mtizeme vidét na nasi tabulce, tak treti fadek je verzi druhého fadku, jen je posunuty o jeden mésic
doprava. Dale mtizeme vidét, Ze pocet parti po n-tém mésici je roven souétu poétu pard po (n-1)-tém
meésici a poctu dospélych parti po (n-1) mésici, ale, jak uz jsme napsali, tfeti fadek je jen posunutou
verzi druhého fadku o jeden mésic, takze pocet part po n-tém mésici je soucet poctu part po (n-1)-tém
a (n-2)-tém mésici. Vzorcem zapsano:

Fn)=Fn—1)+F(n-2)
Takhle tedy vypada Fibonacciho posloupnost a my uz jen musime spocitat jeji 12. ¢len:

F(12) =233

Reseni: Po dvanacti mésicich budeme 233 pari kralikd, a to je tedy 466 kralika.
Zajimavost: Tato uloha byla divodem, pro¢ Fibonacci vymyslel tuto posloupnost, a proto byla pozdé&ji
na jeho pocest pojmenovana po ném.

Uloha 0 vychazeni schodi$té

Zajimava tloha, ktera souvisi s Fibonacciho posloupnosti, i kdyz by to ¢loveék necekal, kdyz o tom
poprvé uslysi, je o poctu moznych zptsobu, jak vyjit schody. Moznosti pro vychazeni schodd jsou
pritom jen dvé: bud’ jdete hned na nésledujici schod nebo jeden preskocite.

Kdyz r,, 0znac¢ime jako pocet moznosti vystupu n schodi, tak v prvnim ptipadé s pouze jednim schodem
ser; = 1. To, Ze r» = 2, je také zcela jednoznacné. Kdyz jdeme dale po fad€, dostaneme, Ze 13 = 3 a
r4+ = 5. KdyZ se podivame na dosavadni po¢ty moznych zplsobt vystupu, mizeme si v§imnout, Ze tato
¢isla nasleduji Fibonacciho posloupnost. V tuto chvili v§ak jest¢ nemame dostatek dikazii, abychom
tuto teorii prohlasili za pravdivou.

JelikoZ jsme si uz fekli, Ze n schodi mizeme vystoupit r, zptisoby, zaéneme s prvnim krokem, a to
rozhodnutim, jestli prvnim krokem zdoldme schody dva nebo jeden.

V ptipadé€ jednoho schodu nam zbyva uz jen n — 1 schodt. Ty jde vystoupat r,.1 zpiisoby.

V piipadé, kdy si vybereme dva zbyde uz jen n — 2 schodt, a tudiz r,.; zptsobt.



Vzhledem k tomu, Zze pro n > 3 plati 7, = a1 + 2. Tato rekurentni rovnice je ndm uZ znama
zZ pocitani Fibonacciho ¢isel. Navic se prvni dvé ¢isla obou rovnic shoduji (r; = F; =1ar,; = F, = 2).
V tuto chvili tedy mtizeme fict, ze r, = F, plati pro kazdén € N.

Uloha o hazeni s minci

Zadani dalsi tlohy zni: je-li hazeno minci, jaka je pravdépodobnost, Ze po sobé dvakrat nikdy nepadne
rub?

Nejdtive si oznacime pocet hodii jako rizné n-tice skladajici se z jednotlivych hodi, které budeme
zapisovat jako R nebo L, znacici hozeny rub ¢&i lic. Dale si musime uvédomit, Ze hledanou
pravdépodobnost vyjadiime zlomkem s jmenovatelem, ve kterém bude celkovy pocet moznosti, coz
bude 2" (vzdy jsou dvé moznosti — R a L — a budeme mit n hodu).

Dalsi proménnou a,, oznac¢ime mnoZzstvi moznych hodid vzhledem k ustanovenym podminkam, a to ze
nepadnou dva ruby za sebou. Poté miZzeme zacit od nejmensiho poctu hod, ¢ili a; = 2 (R, L), a; =3
(LL,LR,RL), a3 = 5(LLL, LLR, LRL, RLL, RLR). Muzeme si v§imnout, Zze pro vSechny tyto piiklady
plati a,, = Fy41.

V tuto chvili uz nezbyva nez si n-tice rozdélit do dvou skupin:

Prvni moznosti je zacit hozenim lice (L). Poté je mozné hodit cokoli jiného, takze zbyva (n — 1)-tic,
které mohou zacit jakymkoliv symbolem.

Druha je nejdiive hozeni rubu (R), ¢imz automaticky na druhou pozici musime pfitadit lic (L), jelikoz
po rubu dalsi rub hodit nechceme. Timto zptisobem nam uz zbyva pouze (n — 2)-tic.

Pocet n-tic z prvni skupiny je a,, — 1 a z druhé a,, — 2, tudiz dochazime k vysledku a,, = a, — 1+
a, — 2 pro kazdé n = 3.

Vzhledem k tomu, Ze plati a; = 2 = F, a a, = 3 = F3 a uz jsme si ové&fili, Ze kazdé dalsi {a, }n=1 j€
souétem dvou piredchozich ¢isel a dvé prvni Cisla patii do Fibonacciho posloupnosti, dostavame se
k zavéru, ze a,, = Fpy1.

Fni1

Pravdépodobnost tedy bude P = —2=.

Uloha o dlazdicich

Dalsim ptikladem Fibonacciho posloupnosti je pocitani dlazdic. Mame zde dvé varianty, jak takovéto
ulohy zpracovat.

1. Zpisob
Zde mame napsané zadani prvni ulohy:

., Kolika zpiisoby Ize pomoci dlazdic o rozmeérech 1 x 1 a1 x 2 vyplnit obdélnik o rozmerech 1 x n? “

Vypocet je zcela jednoduchy. Za¢neme si takovou fadu 1 x n, kde za n budeme dosazovat malé hodnoty.



1xn

1x1 [ ]

Zelena barva oznacuje dlazdice 1 x 1 a Cervena dlazdice 1 x 2. Jak mizeme vidét, pocet zpisobu, jak
vyplnit obdélnik se zvyS$uje pomoci Fibonacciho posloupnosti. A tak to pokracuje i nadale.

Obecné by se dalo fici, Ze pocet zptsobd, jak vyplnit obdélnik o rozméru 1 x n je soucet zptisobtl, jak
vyplnit obdélniky o rozmérech 1 x (n-1) a 1 x (n-2). Tedy dvou piedchozich. A to, jak uz vime, je
definice Fibonacciho posloupnosti.

Pro lepsi znazornéni zde mame piiklad na ovéteni, ze teorie opravdu funguje.

1. Priklad

Reknéme, e jsme dostali za tikol vyiesit, kolika riznymi zptisoby lze vyplnit chodnik o rozmérech
1 x 16 dlazdicemi 1 x 1 €i 1 x 2.

Postup je zcela jednoduchy. Musime pouze zjistit, jaké ¢islo je 16. ve Fibonacciho posloupnosti (za
piedpokladu, Ze jedni¢ku nepoéitime dvakrat). 16. ¢islo je, podle Fibonacciho posloupnosti, 1597.
Tudiz je 1597 zpiasobi polozeni dlazdic.

Toto si mlizeme ovérit téz sectenim dvou predchozich Fibonacciho Cisel (neboli soucet poctu zptisobt
polozeni dlazdic u dvou ptedchozich rozméra 1 x (n-1) a 1 x (n-2)).

Tedy 14. a 15. ¢islo v posloupnosti. To je 610 a 987, coz doopravdy vyjde 1597.

2. Zpisob

Druhy zpusob je velice podobny tomu prvnimu. Zde mame zadani druhé alohy:

., Kolika zpiisoby lze pomoci dlazdic o rozmérech 1 X 2 vyplnit obdélnik o rozmeérech 2 x n?“

Zde vyplitujeme obdélnik 2 x n dlazdicemi 1 x 2. Mame tedy jen jeden druh dlazdic, ktery mizeme
pouzit. Ovsem uloha je tézsi v tom, ze mame obdélnik 2 x n namisto obdélniku 1 x n.

Pojd’me si tuto situaci ukazat:



2xn

2%x2

Mame k dispozici dlazdice:

[ ]

Dosadime si za n mala ¢isla pro znazornéni:

Jak si miizeme povS§imnout tato fada roste podle Fibonacciho posloupnosti. Tudiz i zde mizeme pouzit
stejné pravidlo jak u prvni varianty.



4 W
Zaver
V nasem projektu jsme se vénovali Fibonacciho posloupnosti, jejim vlastnostem, tomu jak souvisi se
zlatym fezem, prikladim vyskytu v pfirod€ i v jinych oblastech a také samotnému Fibonaccimu. Co

muzete v textu dale najit jsou i dva programy napsané v jazyce Python, zaméfujici se bud’ na vyhledani
n-tého Fibonacciho Cisla nebo na vypsani vsech Cisel az po n-ty prvek.

Diky tomuto projektu jsme si dokazali, ze se v piirodé¢ opravdu nachazi exemplafe, které¢ podle
Fibonacciho posloupnosti rostou. Diky studiu nutnému pro vytvoteni této dokumentace jsme se navic i
dozvédéli hodné informaci o samotném Fibonaccim.

Nejvice nas asi zarazilo, kdyz jsme si po hodinach stravenych vyhledavanim v knihach a na internetu
sli sami najit n&jaké rostliny, a opravdu jsme byli schopni najit kefik bortv¢i, ktery spliiuje podminky
Fibonacciho posloupnosti.

Dalsi, tentokrat nemilé, prekvapeni nastalo, kdyz jsme zjistili, ze nas ananas nema hledany pocet spiral
rovnou ze dvou smeért. Nastésti ale posledni smér podminky spliioval.

Do budoucnosti by bylo mozné napsat i programy na nékteré z uloh ¢i vytvofit si program pro vykresleni
zlatého fezu. Kdyz se zaméfime na nase nalezené exemplate z ptirody, bylo by jesté vhodné najit si
svoji vlastni $isku z borovice nebo koupit sluneénici na prozkoumani jejich spiral.
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